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Maria attende la consegna di tre pacchi, due dei quali le saranno recapitati dal corriere “Barto”, uno 
dal corriere “Lino”.  A causa di disfunzioni organizzative, ogni pacco affidato a Barto rimane in 
giacenza nei magazzini (quindi non viene consegnato) con probabilità 0.1; lo stesso succede per 
Lino, ma con probabilità 0.2.
a) Qual è la probabilità che almeno uno dei pacchi non venga consegnato?
b) Qual è la probabilità che esattamente uno dei pacchi non venga consegnato?
c) Soltanto due pacchi su tre sono stati consegnati; Maria non era in casa, e nessuno sa dirle quali 
corrieri hanno recapitato i pacchi pervenuti.  Qual è la probabilità che il pacco mancante giaccia nel 
magazzino di Barto?
Soluzione
a) Conviene calcolare la probabilità dell’evento contrario, ossia che tutti e tre i pacchi siano puntual-
mente consegnati alla destinataria; questa probabilità è
���� * ���
�����
quindi la probabilità che almeno un pacco non sia consegnato è
� - ���� * ���
�����
b) L’evento “un solo pacco non viene consegnato” può realizzarsi a causa di un disguido occorso al
primo oppure al secondo corriere; il seguente schema contempla le due alternative, con le rispettive 
probabilità.  Osserviamo che la probabilità di vedere consegnato da Barto uno solo dei due pacchi si 
calcola con la formula della distribuzione binomiale, 21 *0.9*0.1 = 0.18.
Quindi la probabilità che esattamente uno dei tre pacchi attesi non venga recapitato è
����� + �����
�����
c) Siano A, B gli eventi:
A) “Un solo pacco non viene consegnato”
B) “Barto consegna uno solo dei due pacchi a lui affidati”
Quello che ci interessa calcolare è P(B A); per definizione di probabilità condizionale è
P(B A) = P(B⋀A)P(A)
P(A) = 0.306 è stata calcolata in (b), e anche P(B) = 0.18 è stata calcolata in (b); l’evento B⋀A si 
realizza se Barto consegna 1 pacco su due e Lino consegna l’unico pacco a lui affidato; seguendo il 
����������� ������� ��������������������������
 consegna  pacco  consegna  pacco  seguendo
ramo di sinistra del grafo nella risoluzione di (b) si vede che P(B⋀A) = 0.18*0.8 = 0.144.  Perciò
�(� �) = �(�⋀�)�(�) = ����������
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Nico tiene molto alla sua Mercedes, e la lava spesso: almeno una volta ogni quattro giorni.  Il quarto 
giorno dopo l’ultimo lavaggio Nico lava sicuramente la sua auto, ma se lo ritiene necessario, la lava 
anche prima (mai però due volte lo stesso giorno); la probabilità che il lavaggio avvenga dopo 
quattro giorni è uguale alla probabilità che avvenga prima; la probabilità che Nico desideri lavare 
l’auto il terzo giorno è doppia della probabilità che ciò accada il secondo. 
a) Descrivere il problema attraverso una catena di Markov con quattro stati: 1=auto lavata oggi; 
2=auto lavata da un giorno; 3=…da due giorni; 4=…da tre giorni.  Scrivere la matrice di transizione 
P, classificare gli stati (transitori, ricorrenti, assorbenti); dire se la catena è irriducibile e se è rego-
lare (può essere utile calcolare P2).
b) Se la catena è regolare, calcolare la distribuzione stazionaria.
Soluzione
a) Calcoliamo le probabilità pi,j delle transizioni (i, j = 1, 2, 3, 4). Intanto, p4,1 = 1 perché il quinto 
giorno l’auto verrà sicuramente lavata; p4,j = 0 per j = 1, 2, 3.
Poi, la probabilità che il lavaggio avvenga il secondo o il terzo giorno è p2,1 + p3,1 = 12 ; quest’ultimo 
valore è fornito dal testo; inoltre p3,1 = 2*p2,1; perciò p2,1 = 16 , p3,1 = 13 ; inoltre p1,2 = 1. Le altre probabil-
ità di transizione si ottengono osservando che dallo stato 2 si può passare soltanto a 1 oppure 3, da 
3 soltanto a 1 oppure 4, e la somma dei termini di ciascuna riga deve dare 1. Perciò la matrice di 
transizione è:
� =
� � � �
�
� � �� �
�
� � � ��� � � �
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Si vede subito che la catena è irriducibile, perché ogni stato comunica con ogni altro.  Essa è anche 
regolare; infatti si calcola P2 :
����������[���]
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Questa è irriducibile perché anche relativamente a P2 ogni stato comunica con ogni altro; inoltre ci 
sono termini non nulli sulla diagonale principale.  Dunque Q = P2 è regolare, quindi una opportuna 
potenza Qm = P2m ha ogni termine positivo; ciò definisce regolare Q, ma anche P.  In effetti P6 ha 
tutti i termini > 0:
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Di ciò è possibile rendersi conto anche senza calcolare materialmente P6, bensì ragionando (con un 
po’ di pazienza) sul fatto che in 6 passi si può raggiungere ciascuno dei quattro stati, qualunque sia 
lo stato di partenza; qui non è comunque richiesto quale potenza di P abbia ogni termine positivo, 
ma semplicemente provare che ne esiste una con questa proprietà.
b) La distribuzione stazionaria, che esiste ed è unica, è la soluzione {x1, x2, x3, x4} del sistema {x1, x2, x3, x4}.P = {x1, x2, x3, x4} tale che x1 + x2 + x3 + x4 = 1
�������[�����[{{��� ��� ��� ��}�� == {��� ��� ��� ��}��� + �� + �� + �� ⩵ �}� {��� ��� ��� ��}]]�� → ���� � �� → ���� � �� → ���� � �� → ���� 
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Abramo, di età 75, stipula un’assicurazione sulla propria vita a favore di suo figlio Isacco, di età 5: 
Isacco riceverà 50.000€ se rimarrà orfano di padre prima di compiere 35 anni; Isacco riceverà la 
somma alla ricorrenza del primo compleanno successivo alla scomparsa del padre, solo se in quel 
momento sarà in vita; in caso contrario non riceverà nulla, come pure se Abramo gli sopravvivrà o 
se padre e figlio saranno in vita al 35° compleanno di Isacco.
a) Qual è la probabilità che Isacco riceva l’importo assicurato?
b) Calcolare il premio unico puro che Abramo deve pagare per la copertura assicurativa acquistata, 
esprimendolo in funzione degli indici demografici lx, dx e del tasso di mercato i.
Soluzione
a) Isacco riceverà l’importo assicurato il giorno del suo compleanno (5+x+1)-esimo, 0 ≤ x ≤ 29, se 
egli sarà in vita quel giorno, essendo invece Abramo deceduto in età 75+x.  Fissato un x, la probabil-
ità che si verifichi quanto detto è d75+xl75 * l6+xl5 .  La probabilità che Isacco riceva 50.000€ in uno dei 
prossimi 30 compleanni è Σ
x=0
29 d75+x
l75
* l6+xl5
b) Se Abramo muore in età 75+x, 0 ≤ x ≤ 29, e Isacco è in vita al compleanno 6+x, quest’ultimo 
riceve quel giorno 50.000€, il cui valore attuale di oggi è 50 000* 11+i x+1.
La speranza matematica del valore attuale per un fissato x è 50 000* 11+i x+1* d75+xl75 * l6+xl5 ; l’evento che 
determina il pagamento può avvenire per non più di un x tra 0 e 29; perciò la speranza matematica 
del valore attuale dell’importo che Isacco riceverà se e quando si verificheranno le condizioni è
50000* Σ
x=0
29  11+i x+1 * d75+xl75 * l6+xl5
Questo è il premio unico puro che Abramo deve pagare per stipulare l’assicurazione.
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Paolo ogni mattina fa la doccia; abbastanza spesso dimentica di riporre l’accappatoio.  Maria ne ha 
preso nota per 500 giorni: per 225 volte ha trovato l’accappatoio fuori posto. 
a) Determinare un intervallo di confidenza al livello 95% centrato nella media campionaria osser-
vata, per la probabilità p che Paolo lasci in giro l’accappatoio, in ciascun giorno.
b) Servendosi dei risultati di (a), determinare un intervallo [n1, n2] entro il quale con probabilità ≥ 0.9
si troverà il numero n di volte in cui Paolo dimenticherà di riporre l’accappatoio nell’arco di un anno 
(365 giorni).
Soluzione
� = �����
a) Il valore osservato della media campionaria, stimatore di p, è
� = ����
����
Ci serve il quantile ϕ0.975 =ϕ1- α
2
 con α = 0.02 per la distribuzione N(0, 1).  Si ha
ϕ����� = ��������[������������������[�� �]� �����]
�������
(servendosi delle tavole si può prendere il valore 1.96, con differenze trascurabili nei risultati)
L’intervallo di confidenza richiesto ha estremi a, b con
{�� �} = � - ϕ����� * � � - �� � � + ϕ����� * � � - �� {��������� ��������}
b) Relativamente al valore esatto di p, che non si conosce, indicata con Y la variabile con dis-
tribuzione binomiale B(365, p), che descrive il fenomeno di attuale interesse, si ha con ottima 
approssimazione
Y-365 p
365 p (1-p) ∼N(0, 1)
quindi sarà (1)
���� = � ��� � - ϕ����� * ��� � (� - �) ≤ � ≤ ��� � + ϕ����� * ��� � (� - �) 
Abbiamo stabilito in (a) che p appartiene con probabilità 0.95 all’intervallo di estremi{�� �}{��������� ��������}
Se p appartiene a questo intervallo allora 365 p (1 - p)  è maggiorato da
� = ��� � (� - �)
�������
cosicché da (1) segue
0.95 ≤P 365 a -ϕ0.975 * 365 b (1 - b) ≤Y ≤ 365 b +ϕ0.975 * 365 b (1 - b)
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Gli estremi entro i quali abbiamo delimitato Y valgono:
��� � - ϕ����� * ��� � (� - �) � ��� � + ϕ����� * ��� � (� - �) {�������� �������}
che arrotondiamo agli interi 130, 199.
Riassumendo: siano A, B gli eventi:
A)  a ≤ p ≤ b
B)  130 ≤Y ≤ 199
Allora abbiamo
P(B) ≥P(A⋀B) = P(A)*P(B A) ≥ 0.952 > 0.90
e quindi il problema è risolto.
�����������������������������������������������������
Maria sostiene che la probabilità che Paolo lasci in giro l’accappatoio ogni volta che fa la doccia è 
p ≥ 0.5.  In base all’osservazione da lei stessa effettuata (225 “successi” in 500 prove), Paolo dice 
che non è così.
a) Stabilire con test unilaterale al livello 5% se si può dare ragione a Paolo, cioè rifiutare l’ipotesi “p ≥ 0.5”.
b) Calcolare il livello di significatività del test.
Soluzione
a) La variabile X che esprime il numero di “successi” in 500 prove ha distribuzione binomiale 
B(500, p), e la variabile Z = X+ 12-500 p
500 p (1-p)  si può considerare distribuita come N(0, 1).
(l’incremento di 12  nel numeratore di Z migliora la precisione perché, dovendo X assumere valori 
interi, la disuguaglianza X ≤m per un m intero equivale a X < m + 1).
Supponiamo l’ipotesi vera, cioè p ≥ 0.5; sia ϕ0.95 il quantileϕ���� = ��������[������������������[�� �]� ����]
�������
Allora il livello del test, fissato in 0.05, è
0.05 = sup
p≥0.5 P(p)(Z ≤ -ϕ0.95) = P(0.5)(Z ≤ -ϕ0.95) = P X ≤ 250 - 12 -ϕ0.95 * 125
L’intervallo di rifiuto dell’ipotesi attuale con test unilaterale, se la statistica- test è il valore osservato 
di X, dovrà essere della forma ]–∞,s], anzi [0,s], perché X assume valori ≥ 0; s deve essere tale che 
P(X ≤ s) = 0.05.  Si ha, indicato con ϕ0.95 il quantile
0.05 = P(Z ≤ -ϕ0.95) = P X ≤ 250 - 12 -ϕ0.95 * 125
Il valore-soglia s dell’intervallo di rifiuto si calcola quindi da
��� - �� - ϕ���� * ���
������
che arrotondiamo a 231.
La statistica-test ha dato il risultato 225, appartenente all’intervallo di rifiuto; l’ipotesi viene respinta, 
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 appartenente ipotesi  respinta,
al livello del 5%. 
b) Il livello di significatività del test è α tale che il quantile ϕ =ϕ1-α soddisfi la relazione
250 - 12 -ϕ* 125 = 225
�������� - �� - ϕ * ��� ⩵ ����� ϕ{{ϕ → �������}}
Allora 1 - α è il valore assunto in 1.65469 dalla funzione ripartizione di N(0, 1)
���[������������������[�� �]� �������]
��������
cosicché il livello di significatività del test èα = � - %
���������
cioè 1.42%.
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In un certo Paese si sono svolte le elezioni politiche, con 4 partiti candidati: A, B, C, D; le percentu-
ali di voti riportati dai quattro partiti sono:
 ������� � � � ������������ ���� ��� ��� ��� ��� 
Un mese dopo le elezioni, un campione di n=400 elettori viene intervistato, chiedendo loro per quale 
partito voterebbero in quel momento.  Le risposte ottenute sono
 ������� � � � ������� ���������� ��� ��� �� ��� 
a) Stabilire se, al livello del 5%, si può ritenere che le opinioni degli elettori siano cambiate, cioè se 
si deve rifiutare l’ipotesi che al momento dell’intervista le probabilità per ciascun elettore di preferire 
A, B, C o D siano rimaste proporzionali alle percentuali registrate nelle elezioni.
b) Calcolare il minimo numero di intervistati con il quale, ottenendo risposte distribuite con le stesse 
proporzioni avute dai 400 di (a), si sarebbe giunti al rifiuto dell’ipotesi.
Soluzione
a) Le probabilità “teoriche” per la risposta di un singolo intervistato, se le opinioni degli elettori non 
sono cambiate, sono i numeri corrispondenti alle percentuali di voti riportati alle elezioni:{��� ��� ��� ��}{���� ���� ���� ���}
Queste vanno confrontate con le frequenze relative delle preferenze espresse dal campione:
��� ��� ��� �� = �� {��� ��� ��� ��}{������ ������ ������ �����}
La statistica-test è
6 ���  Probab.2017.02.14.nb
����������� ������� ��������������������������
� = � * �� - ����� + �� - ��
�
�� + �� - ��
�
�� + �� - ��
�
��
�������
Se l’ipotesi è vera, T ha approssimativamente distribuzione χ2(3); l’intervallo di rifiuto dell’ipotesi al 
livello 5% è  χ0.952 (3), +∞ =] 7.8147, +∞] .  Il valore osservato di T non appartiene all’intervallo di 
rifiuto; l’ipotesi non può essere respinta.
b) Se un campione di k elettori fornisce risposte distribuite con le stesse proporzioni, cioè con gli 
stessi valori dei p•, la relativa statistica-test è
�� = � * �� - ����� + �� - ��
�
�� + �� - ��
�
�� + �� - ��
�
��
��������� �
Questa osservazione conduce al rifiuto dell’ipotesi se il suo valore è maggiore o uguale del quantile χ0.952 (3) = 7.8147.
�����[�� ⩵ ������� �]{{� → �������}}
Perciò questa distribuzione di risposte condice al rifiuto dell’ipotesi al livello del 5%, se il campione è 
formato da almeno 601 persone.
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